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第一章 典型方程与定解问题

1.1　判断方程类型

　 1.1.1　

例 :  𝑥2𝑢𝑥𝑥 − 𝑦2𝑢𝑦𝑦 = 0 .
𝑎 = 𝑥2, 𝑏 = 0, 𝑐 = −𝑦2

Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐 = 𝑥2𝑦2

若 𝑥, 𝑦其中一个为 0 ,则
Δ = 0

方程为抛物型.
若 𝑥, 𝑦均不为 0 ,则

Δ > 0
方程为双曲型.

　 1.1.2　

例 :  𝑢𝑥𝑥 + 𝑥𝑦𝑢𝑦𝑦 = 0 .
𝑎 = 1, 𝑏 = 0, 𝑐 = 𝑥𝑦
Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐 = −𝑥𝑦

若 𝑥, 𝑦其中一个为 0 ,则
Δ = 0

方程为抛物型.
若 𝑥, 𝑦均不为 0且异号,则

Δ > 0
方程为双曲型.
若 𝑥, 𝑦均不为 0且同号,则

Δ < 0
方程为椭圆型.

1.2　化下列方程为标准形

　 1.2.1　

例 :  𝑢𝑥𝑥 + 4𝑢𝑥𝑦 + 5𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 = 0 .
𝑎 = 1, 𝑏 = 2, 𝑐 = 5
Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐 = −1

有

(d𝑦
d𝑥)

2
− 4d𝑦

d𝑥 + 5 = 0
则

d𝑦
d𝑥 = 2 ± 𝑖

d𝑦 = (2 ± 𝑖) d𝑥
𝑦 = (2 ± 𝑖)𝑥 + 𝐶

则

2



𝜑(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑦 ± 𝑖𝑥 = 𝐶
取 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 2𝑥 − 𝑦 ,有

𝐽 = 𝐷(𝜉,𝜂)
𝐷(𝑥,𝑦) = det(𝜉𝑥, 𝜉𝑦; 𝜂𝑥, 𝜂𝑦) = −1 ≠ 0
𝑢𝑥 = 𝑢𝜉

𝜕𝜉
𝜕𝑥 + 𝑢𝜂

𝜕𝜂
𝜕𝑥 = 𝑢𝜉 + 2𝑢𝜂

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉
𝜕𝜉
𝜕𝑦 + 𝑢𝜂

𝜕𝜂
𝜕𝑦 = −𝑢𝜂

𝑢𝑥𝑥 = 𝑢𝜉𝜉 + 4𝑢𝜂𝜉 + 4𝑢𝜂𝜂

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜂𝜂

𝑢𝑥𝑦 = −𝑢𝜂𝜉 − 2𝑢𝜂𝜂

代入得

𝑢𝜉𝜉 + 4𝑢𝜉𝜂 + 4𝑢𝜂𝜂 − 4𝑢𝜉𝜂 − 8𝑢𝜂𝜂 + 5𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜉 + 2𝑢𝜂 − 𝑢𝜂 = 0
化简得

𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 = −𝑢𝜉 − 𝑢𝜂

　 1.2.2　

例 :  𝑢𝑥𝑥 − 4𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 .
𝑎 = 1, 𝑏 = −2, 𝑐 = 1
Δ = 𝑏2 − 𝑎𝑐 = 3

有

(d𝑦
d𝑥)

2
+ 4d𝑦

d𝑥 + 1 = 0
则

d𝑦
d𝑥 = −2 ±

√
3

d𝑦 = (−2 ±
√
3)d𝑥

𝑦 = (−2 ±
√
3)𝑥 + 𝐶

则

𝜑(𝑥, 𝑦) = 𝑦 + (2 ±
√
3)𝑥 = 𝐶

取 𝜉 = 𝑦 + (2 +
√
3)𝑥, 𝜂 = 𝑦 + (2 −

√
3)𝑥 ,有

𝐽 = 𝐷(𝜉,𝜂)
𝐷(𝑥,𝑦) = det(𝜉𝑥, 𝜉𝑦; 𝜂𝑥, 𝜂𝑦) = 2

√
3 ≠ 0

𝑢𝑥 = 𝑢𝜉
𝜕𝜉
𝜕𝑥 + 𝑢𝜂

𝜕𝜂
𝜕𝑥 = (2 +

√
3)𝑢𝜉 + (2 −

√
3)𝑢𝜂

𝑢𝑦 = 𝑢𝜉
𝜕𝜉
𝜕𝑦 + 𝑢𝜂

𝜕𝜂
𝜕𝑦 = 𝑢𝜉 + 𝑢𝜂

𝑢𝑥𝑥 = (7 + 4
√
3)𝑢𝜉𝜉 + 2𝑢𝜂𝜉 + (7 − 4

√
3)𝑢𝜂𝜂

𝑢𝑦𝑦 = 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 + 2𝑢𝜉𝜂

𝑢𝑥𝑦 = (2 +
√
3)𝑢𝜉𝜉 + (2 −

√
3)𝑢𝜂𝜂 + 4𝑢𝜂𝜉

代入化简得

(7 + 4
√
3)𝑢𝜉𝜉 + 2𝑢𝜂𝜉 + (7 − 4

√
3)𝑢𝜂𝜂 + 𝑢𝜉𝜉 + 𝑢𝜂𝜂 + 2𝑢𝜉𝜂 − 4[(2 +

√
3)𝑢𝜉𝜉 + (2 −

√
3)𝑢𝜂𝜂 +

4𝑢𝜂𝜉] = 0
即

𝑢𝜉𝜂 = 0

1.3　求四种不同边值条件下对应的固有值问题的解

　 1.3.1　

例 :  𝑇 ″ + 𝜆𝑎2𝑇 = 0,𝑋″ + 𝜆𝑋 = 0,𝑋(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0 .
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当 𝜆 < 0 ,
𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒

√
−𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒−

√
−𝜆𝑥

由𝑋(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0得
𝑐1 + 𝑐2 = 0, 𝑐1𝑒

√
−𝜆𝑙 + 𝑐2𝑒−

√
−𝜆𝑙 = 0

解得

𝑐1 = 𝑐2 = 0
当 𝜆 = 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑥 + 𝑐2
由𝑋(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0得

𝑐2 = 0, 𝑐1𝑙 + 𝑐2 = 0
解得

𝑐1 = 𝑐2 = 0
当 𝜆 > 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos
√
𝜆𝑥 + 𝑐2 sin

√
𝜆𝑥

由𝑋(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0得
𝑐1 = 0, 𝑐2 sin

√
𝜆𝑙 = 0

避免平凡解后解得

𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1, 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2, 𝑘 = 1, 2,…

将 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2代入𝑋(𝑥)得

𝑋𝑘(𝑥) = sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

同样的有

𝑇 ″
𝑘 (𝑡) + (𝑘𝜋

𝑙 𝑎)2𝑇𝑘(𝑡) = 0
由于 (𝑘𝜋

𝑙 𝑎)2 > 0 ,则
𝑇𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡

𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡) sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

由线性叠加原理得

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
其中

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥
𝐵𝑘 = 2

𝑘𝜋𝑎 ∫𝑙
0
𝜓(𝑥) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥

　 1.3.2　

例 :  𝑇 ″ + 𝜆𝑎2𝑇 = 0,𝑋″ + 𝜆𝑋 = 0,𝑋′(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0 .
当 𝜆 < 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒
√
−𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒−

√
−𝜆𝑥

𝑋′(𝑥) = 𝑐1
√
−𝜆𝑒

√
−𝜆𝑥 − 𝑐2

√
−𝜆𝑒−

√
−𝜆𝑥

由𝑋′(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0得
𝑐1

√
−𝜆 − 𝑐2

√
−𝜆 = 0, 𝑐1

√
−𝜆𝑒

√
−𝜆𝑙 − 𝑐2

√
−𝜆𝑒−

√
−𝜆𝑙 = 0

解得

𝑐1 = 𝑐2 = 0
当 𝜆 = 0 ,
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𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑥 + 𝑐2
𝑋′(𝑥) = 𝑐1

由𝑋′(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0得
𝑐1 = 0

解得

𝑋(𝑥) = 1
当 𝜆 > 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos
√
𝜆𝑥 + 𝑐2 sin

√
𝜆𝑥

𝑋′(𝑥) = −𝑐1
√
𝜆 sin

√
𝜆𝑥 + 𝑐2

√
𝜆cos

√
𝜆𝑥

由𝑋′(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0得
𝑐2 = 0,−𝑐1

√
𝜆 sin

√
𝜆𝑙 = 0

避免平凡解后解得

𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0, 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2, 𝑘 = 1, 2,…

将 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2代入𝑋(𝑥)得

𝑋𝑘(𝑥) = cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

将 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2, 𝑘 = 0, 1, 2,…代入 𝑇 ″ + 𝜆𝑎2𝑇 = 0得

𝑇0(𝑥) = 𝐴0 + 𝐵0𝑡, 𝑘 = 0
𝑇𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡, 𝑘 = 1, 2,…

由线性叠加原理得

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴0 + 𝐵0𝑡 + ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
其中

𝐴0 = 1
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) d𝑥

𝐵0 = 1
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜓(𝑥) d𝑥

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥
𝐵𝑘 = 2

𝑘𝜋𝑎 ∫𝑙
0
𝜓(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥
可以改写为

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2(𝐴0 + 𝐵0𝑡) + ∑∞

𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡) cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2,…
𝐵𝑘 = 2

𝑘𝜋𝑎 ∫𝑙
0
𝜓(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥, 𝑘 = 1, 2,…
𝐵0 = 2

𝑙 ∫
𝑙
0
𝜓(𝑥) d𝑥

　 1.3.3　

例 :  𝑋″ + 𝜆𝑋 = 0,𝑋′(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0 .
当 𝜆 < 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒
√
−𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒−

√
−𝜆𝑥

𝑋′(𝑥) = 𝑐1
√
−𝜆𝑒

√
−𝜆𝑥 − 𝑐2

√
−𝜆𝑒−

√
−𝜆𝑥

由𝑋′(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0得
𝑐1

√
−𝜆 − 𝑐2

√
−𝜆 = 0, 𝑐1𝑒

√
−𝜆𝑙 + 𝑐2𝑒−

√
−𝜆𝑙 = 0

解得

𝑐1 = 𝑐2 = 0
当 𝜆 = 0 ,
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𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑥 + 𝑐2
𝑋′(𝑥) = 𝑐1

由𝑋′(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0得
𝑐1 = 0, 𝑐1𝑙 + 𝑐2 = 0

解得

𝑐1 = 𝑐2 = 0
当 𝜆 > 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos
√
𝜆𝑥 + 𝑐2 sin

√
𝜆𝑥

𝑋′(𝑥) = −𝑐1
√
𝜆 sin

√
𝜆𝑥 + 𝑐2

√
𝜆cos

√
𝜆𝑥

由𝑋′(0) = 0,𝑋(𝑙) = 0得
𝑐2 = 0, 𝑐1 cos

√
𝜆𝑙 = 0

避免平凡解后解得

𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0, 𝜆𝑘 = ( (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 )

2
, 𝑘 = 1, 2,…

将 𝜆𝑘 = ( (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 )

2
代入𝑋(𝑥)得

𝑋𝑘(𝑥) = cos (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑥

将 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2, 𝑘 = 0, 1, 2,…代入 𝑇 ″ + 𝜆𝑎2𝑇 = 0得

𝑇𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘 cos (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑎𝑡, 𝑘 = 1, 2,…
由线性叠加原理得

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘

(2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑎𝑡) cos (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑥

其中

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) cos (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑥d𝑥
𝐵𝑘 = 4

(2𝑘−1)𝜋𝑎 ∫𝑙
0
𝜓(𝑥) cos (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑥d𝑥

　 1.3.4　

例 :  𝑋″ + 𝜆𝑋 = 0,𝑋(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0 .
当 𝜆 < 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑒
√
−𝜆𝑥 + 𝑐2𝑒−

√
−𝜆𝑥

𝑋′(𝑥) = 𝑐1
√
−𝜆𝑒

√
−𝜆𝑥 − 𝑐2

√
−𝜆𝑒−

√
−𝜆𝑥

由𝑋(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0得
𝑐1 + 𝑐2 = 0, 𝑐1

√
−𝜆𝑒

√
−𝜆𝑙 − 𝑐2

√
−𝜆𝑒−

√
−𝜆𝑙 = 0

解得

𝑐1 = 𝑐2 = 0
当 𝜆 = 0 ,

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑥 + 𝑐2
𝑋′(𝑥) = 𝑐1

由𝑋(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0得
𝑐1 = 𝑐2 = 0

当 𝜆 > 0 ,
𝑋(𝑥) = 𝑐1 cos

√
𝜆𝑥 + 𝑐2 sin

√
𝜆𝑥

𝑋′(𝑥) = −𝑐1
√
𝜆 sin

√
𝜆𝑥 + 𝑐2

√
𝜆cos

√
𝜆𝑥

由𝑋(0) = 0,𝑋′(𝑙) = 0得
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𝑐1 = 0, 𝑐2
√
𝜆cos

√
𝜆𝑙 = 0

避免平凡解后解得

𝑐1 = 0, 𝑐2 = 1, 𝜆𝑘 = ( (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 )

2
, 𝑘 = 1, 2,…

将 𝜆𝑘 = ( (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 )

2
代入𝑋(𝑥)得

𝑋𝑘(𝑥) = sin (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑥

将 𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑙 )2, 𝑘 = 0, 1, 2,…代入 𝑇 ″ + 𝜆𝑎2𝑇 = 0得

𝑇𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘 cos (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑎𝑡, 𝑘 = 1, 2,…
由线性叠加原理得

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘

(2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑎𝑡) sin (2𝑘−1)𝜋
2𝑙 𝑥

其中

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) sin (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑥d𝑥
𝐵𝑘 = 4

(2𝑘−1)𝜋𝑎 ∫𝑙
0
𝜓(𝑥) sin (2𝑘−1)𝜋

2𝑙 𝑥d𝑥

1.4　解下列定解问题

　 1.4.1　

例 :  {
𝑢𝑡=𝑎2𝑢𝑥𝑥
𝑢|𝑡=0=𝜑(𝑥)
𝑢𝑥|𝑥=0=𝑢𝑥|𝑥=𝑙=0

令 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡)
有

𝑋″ + 𝜆𝑋 = 0,𝑋′(0) = 𝑋′(𝑙) = 0
𝑇 ′ + 𝑎2𝜆𝑇 = 0

𝜆 < 0 ,无非零解
𝜆 = 0 ,解得𝑋0 = 𝐴0

𝜆 > 0 ,
𝑋 = 𝑐1 cos

√
𝜆𝑥 + 𝑐2 sin

√
𝜆𝑥

由𝑋′(0) = 𝑋′(𝑙) = 0
𝜆𝑘 = (𝑘𝜋

𝑙 )2

则

𝑋𝑘(𝑥) = 𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

𝜆 = 0 ,解得 𝑇0 = 𝐵0 , 𝑢0 = 𝑋0𝑇0 = 𝐴0𝐵0 = 𝐶0

𝜆 > 0
𝑇𝑘′ + 𝑎2𝑘2𝜋2

𝑙2 𝑇𝑘 = 0
𝑇𝑘(𝑡) = 𝐵𝑘𝑒

−𝑎2𝑘2𝜋2
𝑙2

𝑡

𝑢𝑘 = 𝑋𝑘𝑇𝑘 = 𝐶𝑘𝑒
−𝑎2𝑘2𝜋2

𝑙2
𝑡 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
由叠加原理

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐶0 + ∑∞
𝑘=1 𝐶𝑘𝑒

−𝑎2𝑘2𝜋2
𝑙2

𝑡 cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

由 𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) = 𝐶0 + ∑∞
𝑘=1 𝐶𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
𝐶0 = 1

𝑙 ∫
𝑙
0
𝜑(𝑥) d𝑥

𝐶𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥

　 1.4.2　
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例 :  

{{
{{
{{
{𝑢𝑡𝑡=𝑎2𝑢𝑥𝑥 if 0<𝑥<1 | 𝑡>0

𝑢|𝑡=0={
𝑥 if 0≤𝑥≤1

2
−𝑥 if 𝑙

2≤𝑥≤1

𝑢𝑡|𝑡=0=𝑥(1−𝑥) if 0≤𝑥≤1
𝑢|𝑥=0=𝑢|𝑥=1=0 if 𝑡≥0

令 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡)
𝑋″ + 𝜆𝑋 = 0
𝑇 ″ + 𝑎2𝜆𝑇 = 0

𝑋(0)𝑇 (𝑡) = 𝑋(1)𝑇 (𝑡) = 0
𝜆 ≤ 0 ,只有平凡零解
𝜆 > 0

𝜆𝑘 = (𝑘𝜋)2

𝑋𝑘(𝑥) = sin 𝑘𝜋𝑥
𝑇𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋𝑎𝑡

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋𝑎𝑡) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
其中

𝐴𝑘 = 2(∫
1
2
0

𝑥 sin 𝑘𝜋𝑥 d𝑥 − ∫1
1
2
𝑥 sin 𝑘𝜋𝑥 d𝑥)

= 2
𝑘𝜋(−∫

1
2
0

𝑥d cos 𝑘𝜋𝑥 + ∫1
1
2
𝑥d cos 𝑘𝜋𝑥)

= 2
𝑘𝜋[∫

1
2
0

cos 𝑘𝜋𝑥 d𝑥 − ∫1
1
2
cos 𝑘𝜋𝑥 d𝑥 + (−1)𝑘]

= 2
𝑘𝜋[

4
𝑘𝜋(−1)𝑘+1 + (−1)𝑘]

= 2
𝑘𝜋(−1)𝑘(1 − 4

𝑘𝜋)
𝐵𝑘 = 2

𝑘𝜋𝑎 ∫1
0
𝑥(1 − 𝑥) sin 𝑘𝜋𝑥 d𝑥

= − 2
𝑘2𝜋2𝑎 ∫1

0
𝑥(1 − 𝑥) d cos 𝑘𝜋𝑥

= 2
𝑘2𝜋2𝑎 ∫1

0
(1 − 2𝑥) cos 𝑘𝜋𝑥 d𝑥

= − 4
𝑘3𝜋3𝑎 ∫1

0
𝑥d sin 𝑘𝜋𝑥

= 4
𝑘4𝜋4𝑎[1 − (−1)𝑘]

1.5　相容性条件

　 1.5.1　

例 :  {
𝑢𝑡𝑡=𝑎2𝑢𝑥𝑥 if 0<𝑥<𝑙 | 𝑡>0
𝑢|𝑡=0=𝜑(𝑥).𝑢𝑡|𝑡=0=𝜓(𝑥) if 0≤𝑥≤𝑙
𝑢𝑥|𝑥=0=𝑢𝑥|𝑥=1=0 if 𝑡≥0

答：进行分离变量后得到固有值问题

{𝑋″(𝑥)+𝜆𝑋(𝑥)=0
𝑋′(0)=𝑋′(𝑙)=0

由例题 1.1.2可知
𝑢0(𝑥, 𝑡) = 1

2(𝐴0 + 𝐵0𝑡)
𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = (𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥, 𝑘 = 1, 2,…
𝑢(𝑥, 𝑡) = 1

2(𝐴0 + 𝐵0𝑡) + ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
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其中

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2,…
𝐵𝑘 = 2

𝑘𝜋𝑎 ∫𝑙
0
𝜓(𝑥) cos 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥, 𝑘 = 1, 2,…
𝐵0 = 2

𝑙 ∫
𝑙
0
𝜓(𝑥) d𝑥

则解的存在性条件为：

∑∞
𝑘=1 𝑢𝑘(𝑥, 𝑡) = ∑∞

𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑎𝑡 + 𝐵𝑘 sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑎𝑡) cos 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

∑∞
𝑘=1 (𝑢𝑘)𝑡,∑

∞
𝑘=1 (𝑢𝑘)𝑡𝑡,∑

∞
𝑘=1 (𝑢𝑘)𝑥,∑

∞
𝑘=1 (𝑢𝑘)𝑥𝑥

一致收敛，其优级数为

∑∞
𝑘=1 𝑘

𝑚(|𝐴𝑘| + |𝐵𝑘|),𝑚 = 0, 1, 2
若 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶2, 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1 , 𝜑(3)(𝑥)与 𝜓″(𝑥)分 段 连 续 ,且 𝜑(0) = 𝜓(0) = 0, 𝜑″(0) = 𝜑″(𝑙) =

0, 𝜓(0) = 𝜓(𝑙) = 0 ,根据引理 3.1,上述优级数收敛,则例题 3.1的解可以表示为形如 𝑢(𝑥, 𝑡)的级数.

9



第二章 分离变量法

2.1　解如下定解问题

　 2.1.1　

例 :  𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 , 0 < 𝑥 < 𝑎 , 0 < 𝑦 < 𝑏
𝑢|𝑥=0 = 𝑢|𝑥=𝑎 = 0 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏
𝑢𝑦|𝑦=0 = 𝑓(𝑥), 𝑢|𝑦=𝑏 = 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦)
将其代入分离变量可得固有值问题

{𝑋″(𝑥)+𝜆𝑋(𝑥)=0
𝑋(0)=𝑋(𝑎)=0

当 𝜆 ≤ 0 ,无非零解
当 𝜆 > 0 ,有

𝜆𝑘 = (𝑘𝜋
𝑎 )2, 𝑋(𝑥) = sin 𝑘𝜋

𝑎 𝑥, 𝑘 = 1, 2,…
将 𝜆𝑘代入关于 𝑌 的方程

𝑌 ″(𝑦) − (𝑘𝜋
𝑎 )2𝑌 (𝑦) = 0

解得

𝑌 (𝑦) = 𝐴𝑘𝑐ℎ𝑘𝜋
𝑎 𝑦 + 𝐵𝑘𝑠ℎ𝑘𝜋

𝑎 𝑦
则

𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑∞
1 (𝐴𝑘𝑐ℎ𝑘𝜋

𝑎 𝑦 + 𝐵𝑘𝑠ℎ𝑘𝜋
𝑎 𝑦) sin 𝑘𝜋

𝑎 𝑥
由边界条件得

𝑓(𝑥) = ∑∞
1 𝐵𝑘

𝑘𝜋
𝑎 sin 𝑘𝜋

𝑎 𝑥
∑∞

1 (𝐴𝑘𝑐ℎ𝑘𝜋𝑏
𝑎 + 𝐵𝑘𝑠ℎ𝑘𝜋𝑏

𝑎 ) sin 𝑘𝜋
𝑎 𝑥 = 0

其中

𝐴𝑘 = 2
𝑘𝜋 ∫𝑎

0
𝑓(𝑥) sin 𝑘𝜋

𝑎 𝑥d𝑥, 𝑘 = 1, 2,…
相应的

𝐵𝑘 = − 2𝑐ℎ𝑘𝜋𝑏
𝑎

𝑘𝜋𝑠ℎ𝑘𝜋𝑏
𝑎

∫𝑙
0
𝜑(𝑥) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥

　 2.1.2　

例 :  𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥) , 0 < 𝑥 < 𝑎 , 0 < 𝑦 < 𝑏
𝑢|𝑥=0 = 𝐴, 𝑢|𝑥=𝑎 = 𝐵 , 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏
𝑢𝑦|𝑦=0 = 𝑔(𝑥), 𝑢|𝑦=𝑏 = 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝑤(𝑥, 𝑦)
取

𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝐵−𝐴
𝑎 𝑥 + 𝐴

则有

𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑣|𝑥=0 = 𝑣𝑡|𝑥=𝑎 = 0

𝑣𝑦|𝑦=0 = 𝑔1(𝑥), 𝑣|𝑦=𝑏 = 𝑔2(𝑥)
其中

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝐴−𝐵
𝑎 𝑥 − 𝐴
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𝑔1(𝑥) = 𝑔(𝑥)
𝑔2(𝑥) = 𝐴−𝐵

𝑎 𝑥 − 𝐴
设 𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑∞

1 𝑣𝑘(𝑦) sin 𝑘𝜋
𝑎 𝑥得

𝑣″
𝑘(𝑦) − (𝑘𝜋

𝑎 )2𝑣𝑘(𝑦) = 𝑓𝑘(𝑦)
𝑣′
𝑘(0) = 𝑔1𝑘(𝑥), 𝑣𝑘(𝑏) = 𝑔2𝑘(𝑥)

解得

𝑣𝑘(𝑦) = 𝐴𝑘𝑐ℎ𝑘𝜋
𝑎 𝑦 + 𝐵𝑘𝑠ℎ𝑘𝜋

𝑎 𝑦 + 𝑎
𝑘𝜋 ∫𝑦

0
𝑓𝑘(𝜏)𝑠ℎ𝑘𝜋

𝑎 (𝑦 − 𝜏) d𝜏
则

𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑∞
1 [𝐴𝑘𝑐ℎ𝑘𝜋

𝑎 𝑦 + 𝐵𝑘𝑠ℎ𝑘𝜋
𝑎 𝑦 + 𝑎

𝑘𝜋 ∫𝑦
0
𝑓𝑘(𝜏)𝑠ℎ𝑘𝜋

𝑎 (𝑦 − 𝜏) d𝜏] sin 𝑘𝜋
𝑎 𝑥

整理得
𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑∞

1 [𝐴𝑘𝑐ℎ𝑘𝜋
𝑎 𝑦 + 𝐵𝑘𝑠ℎ𝑘𝜋

𝑎 𝑦 + 𝑎
𝑘𝜋 ∫𝑦

0
𝑓𝑘(𝜏)𝑠ℎ𝑘𝜋

𝑎 (𝑦 − 𝜏) d𝜏] sin 𝑘𝜋
𝑎 𝑥

+𝐵−𝐴
𝑎 𝑥 + 𝐴

其中𝐴𝑘, 𝐵𝑘或许老天知道

2.2　解下列定解方程

　 2.2.1　

例 :  {
𝑢𝑡=𝑎2𝑢𝑥𝑥 if0<𝑥<𝑙.𝑡>0
𝑢|𝑡=0=0 if0≤𝑥≤𝑙
𝑢𝑥|𝑥=0=𝜇1(𝑥).𝑢𝑥|𝑥=𝑙=𝜇2(𝑥) if 𝑡≥0

答: 令
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡)

将其代入边值条件

{𝜇1(𝑡)=𝑢𝑥|𝑥=0=𝑣𝑥|𝑥=0+𝑤𝑥|𝑥=0
𝜇2(𝑡)=𝑢𝑥|𝑥=𝑙=𝑣𝑥|𝑥=𝑙+𝑤𝑥|𝑥=𝑙

为使 𝑣𝑥|𝑥=0 = 𝑣𝑥|𝑥=𝑙 = 0 ,必须有
𝑤𝑥|𝑥=0 = 𝜇1(𝑡), 𝑤𝑥|𝑥=𝑙 = 𝜇2(𝑡)

取

𝑤𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑙−𝑥
𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑥

𝑙 𝜇2(𝑡)
𝑤(𝑥, 𝑡) = − (𝑙−𝑥)2

2𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑥2

2𝑙 𝜇2(𝑡)
此时 𝑣(𝑥, 𝑡)满足以下定解问题

{
𝑣𝑡=𝑎2𝑣𝑥𝑥+𝑓(𝑥,𝑡) if0<𝑥<𝑙.𝑡>0
𝑣|𝑡=0=𝜑(𝑥) if0≤𝑥≤𝑙
𝑢𝑥|𝑥=0=𝑢𝑥|𝑥=𝑙=0 if 𝑡≥0

其中

𝑓(𝑥, 𝑡) = −𝑎2

𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑎2

𝑙 𝜇2(𝑡) +
(𝑙−𝑥)2

2𝑙 𝜇′
1(𝑡) − 𝑥2

2𝑙 𝜇
′
2(𝑡)

𝜑(𝑥) = (𝑙−𝑥)2
2𝑙 𝜇1(0) − 𝑥2

2𝑙 𝜇2(0)
不妨令

𝑣(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1 𝑣𝑘(𝑡) sin

𝑘𝜋
𝑙 𝑥

代入定解方程有

∑∞
𝑘=1 𝑣

′
𝑘(𝑡) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥 = −𝑎2 ∑∞
𝑘=1 (

𝑘𝜋
𝑙 )2𝑣𝑘(𝑡) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥

+∑∞
𝑘=1 𝑓𝑘(𝑡) sin

𝑘𝜋
𝑙 𝑥

∑∞
𝑘=1 𝑣𝑘(0) sin

𝑘𝜋
𝑙 𝑥 = +∑∞

𝑘=1 𝜑𝑘 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

其中
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𝑓𝑘(𝑡) = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝑓(𝑥, 𝑡) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥
𝜑𝑘 = 2

𝑙 ∫
𝑙
0
𝜑(𝑥) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥d𝑥
解得

𝑣𝑘(𝑡) = 𝜑𝑘𝑒−(𝑘𝜋𝑎
𝑙 )2𝑡 + ∫𝑡

0
𝑓𝑘(𝜏)𝑒−(𝑘𝜋𝑎

𝑙 )2(𝑡−𝜏) d𝜏
则

𝑣(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1[𝜑𝑘𝑒−(𝑘𝜋𝑎

𝑙 )2𝑡 + ∫𝑡
0
𝑓𝑘(𝜏)𝑒−(𝑘𝜋𝑎

𝑙 )2(𝑡−𝜏) d𝜏] sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

相应的

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1[𝜑𝑘𝑒−(𝑘𝜋𝑎

𝑙 )2𝑡 + ∫𝑡
0
𝑓𝑘(𝜏)𝑒−(𝑘𝜋𝑎

𝑙 )2(𝑡−𝜏) d𝜏] sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

− (𝑙−𝑥)2
2𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑥2

2𝑙 𝜇2(𝑡)

　 2.2.2　

例 :  {
𝑢𝑡𝑡=𝑎2𝑢𝑥𝑥+𝑏𝑢 if0<𝑥<𝑙.𝑡>0
𝑢|𝑡=0=𝑢𝑡|𝑡=0=0 if0≤𝑥≤𝑙
𝑢|𝑥=0=𝜇1(𝑥).𝑢|𝑥=𝑙=𝜇2(𝑥) if 𝑡≥0

.

答: 令
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡)

取

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑙−𝑥
𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑥

𝑙 𝜇2(𝑡)
则有

𝑣𝑡𝑡 = 𝑎2𝑣𝑥𝑥 + 𝑏𝑣 + 𝑓(𝑥, 𝑡)
𝑣|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 𝑣𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥)

𝑣|𝑥=0 = 𝑣|𝑥=𝑙 = 0
其中

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑙−𝑥
𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑥

𝑙 𝜇2(𝑡) − 𝑙−𝑥
𝑙 𝜇″

1(𝑡) − 𝑥
𝑙 𝜇

″
2(𝑡)

𝜑(𝑥) = − 𝑙−𝑥
𝑙 𝜇1(0) − 𝑥

𝑙 𝜇2(0)
𝜓(𝑥) = − 𝑙−𝑥

𝑙 𝜇′
1(0) − 𝑥

𝑙 𝜇
′
2(0)

先考虑排除 𝑓(𝑥, 𝑡)的齐次方程,令 𝑣1(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡)分离变量得
𝑇″

𝑎2𝑇 = 𝑋″

𝑥 + 𝑏
𝑎2 = −𝜆

解得

𝜆𝑘 + 𝑏
𝑎2 = (𝑘𝜋

𝑙 )2, 𝑘 = 1, 2,…
𝑋𝑘(𝑥) = sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
𝑇𝑘(𝑡) = 𝐴𝑘 cos 𝜔𝑘𝑥 + 𝐵𝑘 sin 𝜔𝑘𝑥

其中

𝜔𝑘 = √(𝑘𝜋𝑎
𝑙 )2 − 𝑏

𝐴𝑘 = 2
𝑙 ∫

𝑙
0
𝜑(𝑥) sin 𝜔𝑘𝑥d𝑥

𝐵𝑘 = 2
𝑤𝑘𝑙

∫𝑙
0
𝜓(𝑥) sin 𝜔𝑘𝑥d𝑥

𝑣1(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝜔𝑘𝑥 + 𝐵𝑘 sin 𝜔𝑘𝑥) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝑥
由齐次化原理处理 𝑓(𝑥, 𝑡)得

𝑣2(𝑥, 𝑡) = ∑∞
𝑘=1

2
𝜔𝑘𝑙

∫𝑡
0
∫𝑙
0
𝑓(𝜉, 𝜏) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝜉 sin 𝜔𝑘(𝑡 − 𝜏) d𝜉 d𝑥 sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣1(𝑥, 𝑡) + 𝑣(𝑥, 𝑡)

= ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝜔𝑘𝑥 + 𝐵𝑘 sin 𝜔𝑘𝑥 + 2

𝜔𝑘𝑙
∫𝑡
0
∫𝑙
0
𝑓(𝜉, 𝜏) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝜉 sin 𝜔𝑘(𝑡 − 𝜏) d𝜉 d𝑥) sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥
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最后
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑤(𝑥, 𝑡)

= ∑∞
𝑘=1(𝐴𝑘 cos 𝜔𝑘𝑥 + 𝐵𝑘 sin 𝜔𝑘𝑥 + 2

𝜔𝑘𝑙
∫𝑡
0
∫𝑙
0
𝑓(𝜉, 𝜏) sin 𝑘𝜋

𝑙 𝜉 sin 𝜔𝑘(𝑡 − 𝜏) d𝜉 d𝑥) sin 𝑘𝜋
𝑙 𝑥

+ 𝑙−𝑥
𝑙 𝜇1(𝑡) + 𝑥

𝑙 𝜇2(𝑡)
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第三章 积分变换法

3.1　求下列函数的 Fourier变换

　 3.1.1　

例 :  𝑓(𝑥) = {|𝑥| if 𝑥≤𝑎
0 if 𝑡>0 .

答:
ℱ[𝑓(𝑥)] = ∫+∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= ∫𝑎
−𝑎

|𝑥|𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= ∫𝑎
0
𝑥𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥 + ∫0

−𝑎
−𝑥𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= ∫𝑎
0
𝑥(𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝑒𝑖𝜆𝑥) d𝑥

= 2∫𝑎
0
𝑥 cos 𝜆𝑥 d𝑥

= 2𝑎 sin𝜆𝑎
𝜆 + 2(cos𝜆𝑎−1)

𝜆2

　 3.1.2　

例 :  𝑓(𝑥) = cos 𝜂𝑥2 .
答:

ℱ[𝑓(𝑥)] = ∫+∞
−∞

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= ∫+∞
−∞

cos 𝜂𝑥2𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= 1
2(∫

+∞
−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑥−𝑖𝜂𝑥2 d𝑥 + ∫+∞
−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑥+𝑖𝜂𝑥2 d𝑥)

= 1
2(∫+∞

−∞
𝑒−𝑖𝜂(𝑥+ 𝜆

2𝜂)
2
+𝑖𝜆2

4𝜂 d𝑥 + ∫+∞
−∞

𝑒𝑖𝜂(𝑥−
𝜆
2𝜂)

2
−𝑖𝜆2

4𝜂 d𝑥)

= 1
2(𝑒𝑖

𝜆2
4𝜂 ∫+∞

−∞
𝑒−𝑖𝜂𝑥2 d𝑥 + 𝑒−𝑖𝜆2

4𝜂 ∫+∞
−∞

𝑒𝑖𝜂𝑥2 d𝑥)

= 1
2(𝑒𝑖

𝜆2
4𝜂√ 𝜋

𝑖𝜂 + 𝑒−𝑖𝜆2
4𝜂√− 𝜋

𝑖𝜂)

其中

√ 𝜋
𝑖𝜂 = √ 𝜋

𝑒−𝑖𝜋2 𝜂
= √𝜋

𝜂𝑒
𝑖𝜋
4

√− 𝜋
𝑖𝜂 = √ 𝜋

𝑒𝑖𝜋2 𝜂
= √𝜋

𝜂𝑒
−𝑖𝜋

4

ℱ[𝑓(𝑥)] = 1
2√

𝜋
𝜂(𝑒𝑖

𝜆2
4𝜂+𝑖𝜋

4 + 𝑒−𝑖𝜆2
4𝜂−𝑖𝜋

4)

ℱ[𝑓(𝑥)] =
√
2
2 √ 𝜋

𝑖𝜂(1 + 𝑖) sin(𝜆2

4𝜂 + 𝜋
4)

　 3.1.3　

例 :  𝑓(𝑥) = sin 𝜂𝑥2 .
答:
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ℱ[𝑓(𝑥)] = ∫+∞
−∞

𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= ∫+∞
−∞

sin 𝜂𝑥2𝑒−𝑖𝜆𝑥 d𝑥

= 1
2𝑖(∫

+∞
−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑥+𝑖𝜂𝑥2 d𝑥 − ∫+∞
−∞

𝑒−𝑖𝜆𝑥−𝑖𝜂𝑥2 d𝑥)

=
√
2
2 √ 𝜋

𝑖𝜂(𝑖 − 1) sin(𝜆2

4𝜂 − 𝜋
4)

3.2　利用 Fourier变换的性质求下列函数的 Fourier变换

　 3.2.1　

例 :  𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑎|𝑥| .
答: 令 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑎|𝑥| ,易知ℱ[𝑔(𝑥)] = 2𝑎

𝑎2+𝜆2

ℱ[𝑓(𝑥)] = ℱ[𝑥𝑔(𝑥)] = 𝑖 d
d𝜆ℱ[𝑔(𝑥)]

ℱ[𝑓(𝑥)] = − 4𝑎𝜆
(𝑎2+𝜆2)2

　 3.2.2　

例 :  𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥2+𝑖𝑏𝑥+𝑐 .
答: 令 𝑔(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥2 ,易知ℱ[𝑔(𝑥)] = √𝜋

𝑎𝑒
−𝜆2

4𝑎

ℱ[𝑓(𝑥)] = 𝑒𝑐ℱ[𝑒𝑖𝑏𝑥𝑔(𝑥)] = √𝜋
𝑎𝑒

− (𝜆−𝑏)2
4𝑎 +𝑐

3.3　求下列函数的 Fourier逆变换

　 3.3.1　

例 :  𝐹(𝜆) = 𝑒(−𝑎2𝜆2+𝑖𝑏𝜆+𝑐)𝑡 .
答:

𝑓(𝑥) = ℱ−1[𝐹 (𝜆)] = 1
2𝜋 ∫+∞

−∞
𝑒(−𝑎2𝜆2+𝑖𝑏𝜆+𝑐)𝑡𝑒𝑖𝜆𝑥 d𝜆

𝑓(𝑥) = 1
2𝜋 ∫+∞

−∞
𝑒−𝑎2𝑡𝜆2+𝑖(𝑏𝑡+𝑥)𝜆+𝑐𝑡 d𝜆

令 𝑢 = 𝜆 − 𝑖(𝑏𝑡+𝑥)
2𝑎2𝑡 ,则有

𝑓(𝑥) = 1
2𝜋 ∫+∞

−∞
𝑒−𝑎2𝑡𝑢2+ (𝑏𝑡+𝑥)2

4𝑎2𝑡
+𝑐𝑡 d𝑢

= 1
2𝜋𝑒

(𝑏𝑡+𝑥)2

4𝑎2𝑡
+𝑐𝑡 ∫+∞

−∞
𝑒−𝑎2𝑡𝑢2 d𝑢

= 1
2𝜋𝑒

(𝑏𝑡+𝑥)2

4𝑎2𝑡
+𝑐𝑡√ 𝜋

𝑎2𝑡

𝑓(𝑥) = 1√
4𝜋𝑎2𝑡

𝑒
(𝑏𝑡+𝑥)2

4𝑎2𝑡
+𝑐𝑡

3.4　用 Fourier变换求解定解问题

　 3.4.1　

例 :  

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑏𝑢𝑥 + 𝑐𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡), −∞ < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 0.

答： 对变量 𝑥进行 Fourier变换, 𝑈(𝜆, 𝑡) = ℱ[𝑢(𝑥, 𝑡)] , 𝐹(𝜆, 𝑡) = ℱ[𝑓(𝑥, 𝑡)]
𝑈𝑡 = (−𝑎2𝜆2 + 𝑖𝑏𝜆 + 𝑐)𝑈 + 𝐹

解得

𝑈 = (−𝑎2𝜆2 + 𝑖𝑏𝜆 + 𝑐) ∗ 𝐹
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𝑢(𝑥, 𝑡) = ℱ−1[𝑒(−𝑎2𝜆2+𝑖𝑏𝜆+𝑐)𝑡 ∗ 𝐹]

= √ 𝜋
𝑎2 𝑡𝑒

(𝑏𝑡+𝑥)2

4𝑎2𝑡
+𝑐𝑡𝑓(𝑥, 𝑡)

3.5　求下列函数的 Laplace变换

　 3.5.1　

例 :  𝑓(𝑡) = 𝑡 cos 𝜔𝑡 .
答:

ℒ[𝑓(𝑡)] = ∫∞
0

𝑡 cos 𝜔𝑡𝑒−𝑝𝑡 d𝑡

= 1
𝑝 ∫∞

0
𝑒−𝑝𝑡(cos 𝜔𝑡 − 𝜔𝑡 sin 𝜔𝑡) d𝑡

= 1
𝑝2+𝜔2 − 𝜔

𝑝 ∫∞
0

𝑡 sin 𝜔𝑡𝑒−𝑝𝑡 d𝑡

= 1
𝑝2+𝜔2 − 𝜔

𝑝2 ∫∞
0

𝑒−𝑝𝑡(sin 𝜔𝑡 + 𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡) d𝑡

= 1
𝑝2+𝜔2 − 𝜔2

𝑝2
1

𝑝2+𝜔2 − 𝜔2

𝑝2 ℒ[𝑓(𝑡)]

ℒ[𝑓(𝑡)] = 𝑝2−𝜔2

(𝑝2+𝜔2)2

例 :  𝑓(𝑡) = 𝑒𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡 .
答:

ℒ[𝑒𝜔𝑡 cos 𝜔𝑡] = 𝑝−𝜔
(𝑝−𝜔)2+𝜔2

3.6　求下列函数的 Laplace逆变换

　 3.6.1　

例 :  𝐹(𝑝) = 1
(𝑝2+4)2

.
答:

ℒ−1[𝐹 (𝑝)] = 1
4ℒ

−1[ 2
𝑝2+22 ] ∗ ℒ−1[ 2

𝑝2+22 ]

= 1
4 ∫𝑡

0
sin 2𝑡 sin 2(𝑡 − 𝜏) d𝜏

= 1
4 sin 2𝑡 ∫𝑡

0
sin 2𝑢 d𝑢

= −1
8 sin 2𝑡(cos 2𝑡 − 1)

= 1
8 sin 2𝑡 − 1

16 sin 4𝑡

　 3.6.2　

例 :  𝐹(𝑝) = 1
𝑝4+5𝑝2+4 .

答:
ℒ−1[𝐹 (𝑝)] = 1

3ℒ
−1[ 1

𝑝2+1] − 1
6ℒ

−1[ 2
𝑝2+22 ]

= 1
3 sin 𝑡 − 1

6 sin 2𝑡

3.7　用 Laplace变换求下列常微分方程

　 3.7.1　

例 :  𝑦″ + 2𝑘𝑦′ + 𝑦 = 𝑒𝑡, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1 .
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答:
作 Laplace变换有：

𝑌 = ℒ[𝑦]
ℒ[𝑦′] = 𝑝ℒ[𝑦] − 𝑦(0) = 𝑝𝑌

ℒ[𝑦″] = 𝑝ℒ[𝑦′] − 𝑦′(0) = 𝑝2𝑌 − 1
则有：

𝑝2𝑌 − 1 + 2𝑘𝑝𝑌 + 𝑌 = 1
𝑝−1

𝑌 = 𝑝
(𝑝−1)(𝑝2+2𝑘𝑝+1)

设

𝑌 = 𝐴
𝑝−1 + 𝐵𝑝+𝑐

𝑝2+2𝑘𝑝+1
解得

𝑌 = 1
2𝑘+2(

1
𝑝−1 + 1

𝑝2+2𝑘𝑝+1 − 𝑝
𝑝2+2𝑘𝑝+1)

1° 𝑘 = −1
𝑌 = 1

2𝑘+2
𝑝

(𝑝−1)3 = 1
2𝑘+2(

1
(𝑝−1)2 + 1

(𝑝−1)3)
𝑦 = ℒ−1[𝑌 ] = 1

2𝑘+2ℒ
−1[ 1

(𝑝−1)2 + 1
(𝑝−1)3]

= 1
2𝑘+2𝑒

𝑡(𝑡2 + 1
2𝑡

3)

2° −1 < 𝑘 < 1
𝑌 = 1

2𝑘+2[
1

𝑝−1 + 1+𝑘
(𝑝+𝑘)2+(

√
1−𝑘2)

2 − 𝑝+𝑘
(𝑝+𝑘)2+(

√
1−𝑘2)

2]

𝑦 = ℒ−1[𝑌 ] = 1
2𝑘+2ℒ

−1[ 1
𝑝−1 + 1+𝑘

(𝑝+𝑘)2+(
√
1−𝑘2)

2 − 𝑝+𝑘
(𝑝+𝑘)2+(

√
1−𝑘2)

2]

= 1
2𝑘+2[𝑒

𝑡 + 𝑒−𝑘𝑡( 1+𝑘√
1−𝑘2 sin

√
1 − 𝑘2𝑡 − cos

√
1 − 𝑘2𝑡)]

2° |𝑘| ≥ 1 ∖ 𝑘 = −1
𝑦 = ℒ−1[𝑌 ] = 1

2𝑘+2ℒ
−1[ 1

𝑝−1 + 1+𝑘
(𝑝+𝑘)2+(

√
𝑘2−1)

2 − 𝑝+𝑘
(𝑝+𝑘)2+(

√
𝑘2−1)

2]

= 1
2𝑘+2ℒ

−1[ 1
𝑝−1 + 1+𝑘

2
√
𝑘2−1

( 1
𝑝+𝑘−

√
𝑘2−1

− 1
𝑝+𝑘+

√
𝑘2−1

)

−1
2(

1
𝑝+𝑘−

√
𝑘2−1

+ 1
𝑝+𝑘+

√
𝑘2−1

)]

= 1
2𝑘+2{𝑒𝑡 + 𝑘+1

2
√
𝑘2−1

[𝑒(
√
𝑘2−1−𝑘)𝑡 − 𝑒(−

√
𝑘2−1−𝑘)𝑡] − 1

2(𝑒
(
√
𝑘2−1−𝑘)𝑡 + 𝑒(−

√
𝑘2−1−𝑘)𝑡)}

　 3.7.2　

例 :  𝑦″ + 4𝑦𝑡 = 𝑘 cos 𝜔𝑡, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0 .
答: 对 𝑡作 Laplace变换有

𝑌 = ℒ[𝑦]
ℒ[𝑦′] = 𝑝𝑌
ℒ[𝑦′] = 𝑝2𝑌

ℒ[cos 𝜔𝑡] = 𝑝
𝑝2+𝜔2

𝑌 = 𝑝
(𝑝+22)(𝑝2+𝜔2)

= 1
4−𝜔2( 𝑝

𝑝2+𝜔2 − 𝑝
𝑝2+4)
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𝑦(𝑡) = 1
4−𝜔2 (cos 𝜔𝑡 − cos 2𝑡)

3.8　用延拓法求解如下半无界问题

　 3.8.1　

例 :  𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, 0 < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0
𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞
𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝑓1(𝑡), 0 ≤ 𝑥 < ∞ .

答:
考虑构建一个奇延拓, 𝑢(−𝑥, 𝑡) = −𝑢(𝑥, 𝑡) ,使其在全空间上定义
同时对 𝜑(𝑥)进行奇延拓

Φ(𝑥) = {𝜑(𝑥) if 𝑥≥0
−𝜑(−𝑥) if 𝑥<0

在−∞ < 𝑥 < ∞上解初值问题
𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥, 𝑢|𝑡=0 = Φ(𝑥)

对 𝑢(𝑥, 𝑡), Φ(𝑥)作关于 𝑥的 Fourier变换
𝑈(𝜆, 𝑡) = ℱ[𝑢(𝑥, 𝑡)], Φ̂(𝜆) = ℱ[Φ(𝑥)]

得到

𝑈𝑡 = −𝑎2𝜆2𝑈
𝑈 = Φ̂(𝜆)𝑒−𝑎2𝜆2𝑡

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2𝜋 ∫+∞

−∞
Φ̂(𝜆)𝑒−𝑎2𝜆2𝑡𝑒𝑖𝜆𝑥 d𝜆

　 3.8.2　

例 :  𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < ∞, 𝑡 > 0
𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞
𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < ∞
𝑢𝑥|𝑥=0 = 0, 0 ≤ 𝑥 < ∞ .

答:
考虑构建一个偶延拓, 𝑢(−𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) ,使其在全空间上定义 同时对 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥)进行偶延拓

Φ(𝑥) = {𝜑(𝑥) if 𝑥≥0
𝜑(−𝑥) if 𝑥<0

Ψ(𝑥) = {𝜓(𝑥) if 𝑥≥0
𝜓(−𝑥) if 𝑥<0

于是在−∞ < 𝑥 < +∞上,方程是一个有源波动方程，用达朗贝尔公式得
𝑢(𝑥, 𝑡) = 1

2𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 1
2𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 1

2𝑎 ∫𝑥+𝑎𝑡
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝜉) d𝜉 + 1
2𝑎 ∫𝑡

0
∫𝑥+𝑎(𝑡+𝜏)
𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

𝑓(𝜉, 𝜏) d𝜉 d𝜏
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第四章 波动方程

4.1　通解法

　 4.1.1　

例 :  {
3𝑢𝑥𝑥+10𝑢𝑥𝑦+3𝑢𝑦𝑦=0 if−∞<𝑥<+∞∧𝑦>0
𝑢|𝑦=0=𝜑(𝑥) if −∞<𝑥<+∞
𝑢𝑦|(𝑦=0)=𝜓(𝑥) if −∞<𝑥<+∞

答:
𝑢𝑥𝑥 + 10

3 𝑢𝑥𝑦 + 𝑢𝑦𝑦 = 0
形如

𝑢𝑥𝑥 − (𝐴 + 𝐵)𝑢𝑥𝑦 + 𝐴𝐵𝑢𝑦𝑦 = 0
则

𝐴 = −3,𝐵 = −1
3

取

𝜉 = 𝑦 − 3𝑥, 𝜂 = 𝑦 − 1
3𝑥

𝑢𝑥 = −3𝜕𝑢
𝜕𝜉 − 1

3
𝜕𝑢
𝜕𝜂

𝑢𝑦 = 𝜕𝑢
𝜕𝜉 + 𝜕𝑢

𝜕𝜂
𝑢𝑥𝑦 = −3𝜕2𝑢

𝜕𝜉2 − 1
3
𝜕2𝑢
𝜕𝜂2 − 10

3
𝜕2𝑢
𝜕𝜉𝜕𝜂

𝑢𝑥𝑥 = 9𝜕2𝑢
𝜕𝜉2 + 1

9
𝜕2𝑢
𝜕𝜂2 + 2 𝜕2𝑢

𝜕𝜉𝜕𝜂
𝑢𝑦𝑦 = 𝜕2𝑢

𝜕𝜉2 + 𝜕2𝑢
𝜕𝜂2 + 2 𝜕2𝑢

𝜕𝜉𝜕𝜂
代入化简得

𝜕2𝑢
𝜕𝜉𝜕𝜂 = 0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐹(𝜉) + 𝐺(𝜂) = 𝐹(𝑦 − 3𝑥) + 𝐺(𝑦 − 1
3𝑥)

𝑢(𝑥, 0) = 𝐹(−3𝑥) + 𝐺(−1
3𝑥) = 𝜑(𝑥)

𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝐹 ′(−3𝑥) + 𝐺′(−1
3𝑥) = 𝜓(𝑥)

对两边从 0到 𝑥积分
∫𝑥
0
𝜓(𝜉) d𝜉 = −1

3𝐹(−3𝑥)|𝑥0 − 3𝐺(−1
3𝑥)|

𝑥
0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 9
8𝜑(𝑥 − 1

3𝑦) − 1
8𝜑(𝑥 − 3𝑦) + 3

8 ∫𝑥−1
3𝑦

0
𝜓(𝜉) d𝜉 − 3

8 ∫𝑥−3𝑦
0

𝜓(𝜉) d𝜉

　 4.1.2　

例 :  

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥

𝑢|𝑡=0 = 0

𝑢𝑡|𝑡=0 = 1 .
答:
达朗贝尔公式

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2 [𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)] + 1

2𝑎 ∫𝑥+𝑎𝑡
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝜉) d𝜉

= 1
2𝑎 ∫𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡
d𝜉

= 𝑡

　 4.1.3　
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例 :  在半平面 {(𝑥, 𝑡)| − ∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0} ,求弦振动方程 𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 , 𝑀(2, 5)的依赖区间,它
是否落在 (1, 0)的影响区域内?

答:
作特征线

𝑥 + 𝑡 = 2 + 5 = 7, 𝑥 − 𝑡 = 2 − 5 = −3
𝑀(2, 5)的依赖区间

[−3, 7]
作特征线

𝑥 + 𝑡 = 1, 𝑥 − 𝑡 = 1
当 𝑡 = 5时

𝑥1 = −4, 𝑥2 = 6
[−3, 6]落在影响区域内, (6, 7]不在影响区域内.

例 :  

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2Δ𝑢, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 3𝑥 + 2𝑦

𝑢𝑡|𝑡=0 = 0 .
答:
取

𝜉 = 𝑥 + 𝑟 cos 𝜃, 𝜂 = 𝑦 + 𝑟 sin 𝜃
在极坐标下,有

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1
2𝜋𝑎

𝜕
𝜕𝑡 ∫

2𝜋
0

d𝜃 ∫𝑎𝑡
0

𝜑(𝜉,𝜂)
√(𝑎𝑡)2−𝑟2 𝑟 d𝑟

+ 1
2𝜋𝑎 ∫2𝜋

0
d𝜃 ∫𝑎𝑡

0
𝜓(𝜉,𝜂)

√(𝑎𝑡)2−𝑟2 𝑟 d𝑟

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1
2𝜋𝑎

𝜕
𝜕𝑡 ∫

𝑎𝑡
0

∫2𝜋
0

𝑟(3𝑥+2𝑦)+3𝑟2 cos 𝜃+2𝑟2 sin 𝜃
√(𝑎𝑡)2−𝑟2 d𝜃 d𝑟

= 3𝑥+2𝑦
2𝑎

𝜕
𝜕𝑡 ∫

𝑎𝑡
0

d𝑟2

√(𝑎𝑡)2−𝑟2

= 3𝑥 + 2𝑦

　 4.1.4　

例 :  在 𝑡 = 0平面上以 (0, 0)为圆心, 1为半径的圆域内,给出充分光滑的函数 𝜑,𝜓 ,试问能否决定
初值问题的解在 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = (1

2 ,
√
3
2 , 1

2)的值?
𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2Δ𝑢,

𝑢|𝑡=0 = 𝜑(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝜓(𝑥, 𝑦)

答:
点 (1

2 ,
√
3
2 , 1

2)在 𝑡 = 1
2时的传播半径为𝑅 = 𝑎𝑡 = 𝑎

2

该点距离 (0, 0) 𝑟 = √(1
2)

2 + (
√
3
2 )

2
= 1

影响区域 (𝑥 − 1
2)

2 + (𝑦 −
√
3
2 )

2
≤ (𝑎

2)
2

当 𝑎 ≥ 4时, 𝜑,𝜓一定落在区域内,可确定 𝑢(1
2 ,

√
3
2 , 1

2)的值,反之不能确认.

　 4.1.5　
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例 :  证明方程
𝜕
𝜕𝑥[(1 − 𝑥

ℎ)
2 𝜕𝑢
𝜕𝑥] = 1

𝑎2 (1 − 𝑥
ℎ)

2 𝜕2𝑢
𝜕𝑡2

的通解为 𝑢 = 1
ℎ−𝑥 [𝐹 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑎𝑡)]

答:
取

𝑣(𝑥, 𝑡) = (ℎ − 𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)
则

𝜕
𝜕𝑥𝑣 = −𝑢 + (ℎ − 𝑥) 𝜕

𝜕𝑥𝑢
𝜕2

𝜕𝑥2𝑣 = − 𝜕
𝜕𝑥𝑢 − 𝜕

𝜕𝑥𝑢 + (ℎ − 𝑥)𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

𝜕
𝜕𝑥[(1 − 𝑥

ℎ)
2 𝜕𝑢
𝜕𝑥] = − 2

ℎ(1 − 𝑥
ℎ)

𝜕𝑢
𝜕𝑥 + (1 − 𝑥

ℎ)
2 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 = ℎ−𝑥

ℎ2
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2

1
𝑎(1 − 𝑥

ℎ)
2 𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 = 1
𝑎2

ℎ−𝑥
ℎ2

𝜕2𝑣
𝜕𝑡2

则原方程可以化为
𝜕2𝑣
𝜕𝑡2 = 𝑎2 𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

解得

𝑣 = 𝐹(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑎𝑡)
𝑢 = 1

ℎ−𝑥 [𝐹 (𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑎𝑡)]
𝐹 (𝑥),𝐺(𝑥)由初值条件 𝜑,𝜓确定.

4.2　求初值问题

　 4.2.1　

例 :  

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑥2 − 𝑎2𝑡2, −∞ < 𝑥 < +∞, 𝑡 > 0

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑡=0 = 0 .
答:
由达朗贝尔公式有

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2 [𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)] + 1

2𝑎 ∫𝑥+𝑎𝑡
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝜉) d𝜉

+ 1
2𝑎 ∫𝑡

0
∫𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)
𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

𝑓(𝜉, 𝜏) d𝜉 d𝜏

取 𝜕
𝜕𝑡𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏)|𝑡−𝜏=0 = 𝑥2 − 𝑎2𝑡2  有

{
𝑃𝑡𝑡=𝑎2𝑃𝑥𝑥
𝑃|𝑡−𝜏=0=0
𝑃𝑡|𝑡−𝜏=0=𝑥2−𝑎2𝑡2

𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏) = 1
2𝑎 ∫𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)

𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)
(𝜉2 − 𝑎2𝑡2) d𝜉

= 𝑥2(𝑡 − 𝜏) + 𝑎2(𝑡−𝜏)3
3 − 𝑎2𝑡2(𝑡 − 𝜏)

再对 𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏)积分
𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫𝑡

0
𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏) d𝜏

= 1
2𝑥

2𝑡2 − 5
12𝑎

2𝑡4

21



第五章 椭圆型方程

5.1　导出散度公式和 Green公式

取𝑨(𝑥, 𝑦) = 𝑀𝒊 + 𝑁𝒋,𝒏 = cos 𝛼𝒊 + cos 𝛽𝒋
∬

𝐷
𝜕𝑀
𝜕𝑥 d𝜎 = ∫

𝐶
𝑀𝒊 ⋅ 𝒏d𝑙

∬
𝐷

𝜕𝑁
𝜕𝑥 d𝜎 = ∫

𝐶
𝑁𝒋 ⋅ 𝒏d𝑙

则

∬
𝐷
(𝜕𝑀

𝜕𝑥 + 𝜕𝑁
𝜕𝑥 ) d𝜎 = ∫

𝐶
(𝑀𝒊 ⋅ 𝒏 + 𝑁𝒋 ⋅ 𝒏) d𝑙

即

∬
𝐷

∇ ⋅ 𝑨d𝜎 = ∫
𝐶
𝑨 ⋅ 𝒏d𝑙

取

𝑨 = ∇ ⋅ 𝑢
∇(∇ ⋅ 𝑢) = ∆𝑢
∇𝑢 ⋅ 𝒏 = 𝜕𝑢

𝜕𝑛
代入化简得

∬
𝐷

∆𝑢d𝜎 = ∫
𝐶

𝜕𝑢
𝜕𝑛 d𝑙

在上式中取𝑀 = 𝑢𝜕𝑣
𝜕𝑥 , 𝑁 = 𝑢𝜕𝑣

𝜕𝑦
∬

𝐷
(𝜕𝑀

𝜕𝑥 + 𝜕𝑁
𝜕𝑥 ) d𝜎

= ∬
𝐷
(𝑢𝑣𝑥𝑥 + 𝑢𝑣𝑦𝑦) d𝜎 + ∬

𝐷
(𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑢𝑦𝑣𝑦) d𝜎

= ∬
𝐷
(𝑢∆𝑣) d𝜎 + ∬

𝐷
(∇𝑢 ⋅ ∇𝑣) d𝜎

∫
𝐶
(𝑀𝒊 ⋅ 𝒏 + 𝑁𝒋 ⋅ 𝒏) d𝑙

= ∫
𝐶
(𝑢𝑣𝑥𝒊 + 𝑢𝑣𝑦𝒋) ⋅ 𝒏 d𝑙

= ∫
𝐶
𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑛 d𝑙

即

∬
𝐷
(𝑢∆𝑣) d𝜎 + ∬

𝐷
(∇𝑢 ⋅ ∇𝑣) d𝜎 = ∫

𝐶
𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑛 d𝑙
交换 𝑢, 𝑣

∬
𝐷
(𝑣∆𝑢) d𝜎 + ∬

𝐷
(∇𝑣 ⋅ ∇𝑢) d𝜎 = ∫

𝐶
𝑣𝜕𝑢
𝜕𝑛 d𝑙

两式相减有

∬
𝐷
(𝑢∆𝑣 − 𝑣∆𝑢) d𝜎 = ∫

𝐶
(𝑢 𝜕𝑣

𝜕𝑛 − 𝑣𝜕𝑢
𝜕𝑛) d𝑙

5.2　

　 5.2.1　

例 :  设二维函数 𝑢(𝑥, 𝑦)在 𝜕𝐷为边界的区域𝐷内调和,且 𝑢 ∈ 𝐶2(Ω) ∩ 𝐶0(Ω̄) ,证明
∫
𝐶

𝜕𝑢
𝜕𝑛 d𝑙 = 0

答:
在已导出的散度定理中,

∬
𝐷

∆𝑢d𝜎 = ∫
𝐶

𝜕𝑢
𝜕𝑛 d𝑙

有
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∆𝑢 = 0
即

∫
𝐶

𝜕𝑢
𝜕𝑛 d𝑙 = 0

　 5.2.2　

例 :  三维 Poisson方程的 Dirichlet问题,适用 Green函数表示该问题的解
∆𝑢 = −𝑓(𝑀),𝑀 ∈ Ω

𝑢|𝜕Ω = 0 .
答:
在Ω区域中

∆𝑀𝐺(𝑀,𝑀 ′) = −𝛿(𝑀 − 𝑀 ′),𝑀,𝑀 ′ ∈ Ω
其中 𝛿(𝑀 − 𝑀 ′)是三维 Dirac delta函数
在 𝜕Ω边界上

𝐺(𝑀,𝑀 ′) = 0,𝑀 ∈ 𝜕Ω
则

𝑢(𝑀) = ∫
Ω
𝐺(𝑀,𝑀 ′)𝑓(𝑀 ′) d𝑉 (𝑀 ′)

　 5.2.3　

例 :  在平面−∞ < 𝑥 < +∞, 𝑦 > 0上求 Green函数𝐺(𝑀,𝑀0)
−∆𝐺 = 𝛿(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0),

𝐺|𝜕Ω = 0

答:
在整个平面上 Laplace方程的 Green函数为：

𝐺0(𝑀,𝑀0) = − 1
2𝜋 ln√(𝑥 − 𝑥0)

2 + (𝑦 − 𝑦0)
2

由于边界条件要求𝐺(𝑥, 0) = 0 ,可以通过镜像法构造一个辅助源点𝑀 ′
0 = (𝑥0, −𝑦0)并定义

𝐺(𝑀,𝑀0) = 𝐺0(𝑀,𝑀0) − 𝐺0(𝑀,𝑀 ′
0)

𝐺0(𝑀,𝑀 ′
0) = − 1

2𝜋 ln√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 + 𝑦0)

2

易得𝐺(𝑀,𝑀0)在区域上调和,且在边界上等于 0
𝐺(𝑀,𝑀0) = − 1

2𝜋 ln √(𝑥−𝑥0)
2+(𝑦−𝑦0)

2

√(𝑥−𝑥0)
2+(𝑦+𝑦0)

2

　 5.2.4　

例 :  在平面−∞ < 𝑥 < +∞, 𝑦 > 0上求解
∆𝑢 = −𝑓(𝑀),−∞ < 𝑥 < +∞, 𝑦 > 0

𝑢|𝑦=0 = 𝜑(𝑥)

答:
做 Laplace变换

𝑈(𝜆, 𝑦) = ℱ[𝑢(𝑥, 𝑦)]
𝐹 (𝜆, 𝑦) = ℱ[𝑓(𝑥, 𝑦)]

Φ(𝜆) = ℱ[𝜑(𝑥)]
则

𝑈𝑦𝑦 − 𝜆2𝑈 = −𝐹
𝑈(𝜆, 𝑦) = Φ(𝜆)𝑒−|𝜆|𝑦 + ∫𝑦

0
𝐺(𝜆, 𝑦 − 𝜉)𝐹(𝜆, 𝜉) d𝜉
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𝑢(𝑥, 𝑦) = 1
2𝜋 ∫+∞

−∞
[Φ(𝜆)𝑒−|𝜆|𝑦 + ∫𝑦

0
𝐺(𝜆, 𝑦 − 𝜉)𝐹(𝜆, 𝜉) d𝜉]𝑒𝑖𝜆𝑥 d𝜆

　 5.2.5　

例 :  在圆域 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑅2上求解
∆𝑢 = −𝑓(𝑀), 𝑟 < 𝑅

𝑢|𝑟=𝑅 = 𝜑

答:
由达朗贝尔公式有

𝑢(𝑥, 𝑡) = 1
2 [𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡)] + 1

2𝑎 ∫𝑥+𝑎𝑡
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝜉) d𝜉

+ 1
2𝑎 ∫𝑡

0
∫𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)
𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

𝑓(𝜉, 𝜏) d𝜉 d𝜏

取 𝜕
𝜕𝑡𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏)|𝑡−𝜏=0 = 𝑥2 − 𝑎2𝑡2  有

{
𝑃𝑡𝑡=𝑎2𝑃𝑥𝑥
𝑃|𝑡−𝜏=0=0
𝑃𝑡|𝑡−𝜏=0=𝑥2−𝑎2𝑡2

𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏) = 1
2𝑎 ∫𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)

𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)
(𝜉2 − 𝑎2𝑡2) d𝜉

= 𝑥2(𝑡 − 𝜏) + 𝑎2(𝑡−𝜏)3
3 − 𝑎2𝑡2(𝑡 − 𝜏)

再对 𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏)积分
𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫𝑡

0
𝑃(𝑥, 𝑡, 𝜏) d𝜏

= 1
2𝑥

2𝑡2 − 5
12𝑎

2𝑡4
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