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序言

模版参考 https://github.com/IxionWheel/LessElegantNote
感谢 IxionWheel的大力支持

0.1　重新学习数学

中学时谨遵高斯的教诲,认为“rather less, but letter”,以此为基础的学习逻辑用在高等数学上虽然
看起来赏心悦目,实则不得要领.我的大学数学的学习相当糟糕,我不禁怀疑自己的数学能力是否只是
应试教育题海战术堆积出来的苦力结果,而非一看教材就无师自通的天赋结果.答案当然是肯定的.进
入大学后的数学学习,我不仅练习题目数量减少,就连教材也不愿意多看,考试前也只是把平时老是布
置的作业拿出来装模作样看一遍.但数学的成绩不会骗人.
除去自我能力的提高,理论知识的学习也有其他莫大的益处,可以让人短暂遗忘现实的苦痛.

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2

0.2　常用符号与不等式

　 0.2.1　集合符号

• 集合与元素
符号∈表示属于;符号∉表示不属于;符号 𝑃(𝑥)表示元素 𝑥具有性质 𝑃 .
𝑥 ∈ 𝐴⟺元素 𝑥属于 𝐴 ; 𝑥 ∉ 𝐴⟺元素 𝑥不属于 𝐴 ; {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴,𝑃(𝑥)}⟺集合 𝐴中具有 𝑃性

质的全体元素 𝑥 .
• 集合与集合
符号⊂表示包含;符号=表示相等;符号⌀表示空集;符号 ∪表示并或和;符号 ∩表示交或乘;符号

∖表示差;符号∧表示且;符号∨表示或.
设𝐴与𝐵是两个集合:
𝐵 ⊂ 𝐴⟺ 𝐵的任意元素 𝑥都是𝐴的元素,或𝐵是𝐴的子集,或𝐵被𝐴包含.
𝐵 ⊂ 𝐴 ,且𝐵 ≠ 𝐴⟺ 𝐵是𝐴的真子集.
𝐴 ∖ 𝐵= {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵}⟺ 𝐵关于𝐴的差集.
若𝐵 ⊂ 𝐴 ,𝐶𝐴𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵}⟺A中子集 B的补集.
𝐴 ∪ 𝐵⟺ 𝐴与𝐵的并集,即𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∨ 𝑥 ∈ 𝐵} .
𝐴 ∩ 𝐵⟺ 𝐴与𝐵的交集,即𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∈ 𝐵} .
设𝐴1, 𝐴2, 𝐴3,…,𝐴𝑛,…是一列无限多个集合.

⋃
∞

𝑛=1
= {𝑥|∃𝑘 ∈ ℕ+, 𝑥 ∈ 𝐴𝑘}

⋂
∞

𝑛=1
= {𝑥|∀𝑘 ∈ ℕ+, 𝑥 ∈ 𝐴𝑘}

　 0.2.2　数集符号

本笔记所说的数均为实数.全体实数,实数集记为 ℝ .实数集 ℝ中的数与数轴上的点一一对应,所
以ℝ也称为实直线,数 𝑎也常说成点 𝑎 .ℝ有一些常用重要的子集:
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ℕ+表示正整数集;ℕ表示自然数集; ℤ表示整数集;ℚ表示有理数集,有ℕ+ ⊂ ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ .
ℝ+表示正实数集,ℝ−表示负实数集,有ℝ = ℝ− ∪ {0} ∪ ℝ+ .
• 区间
−∞表示比一切实数小,+∞表示比一切实数大.对于任意实数 𝑥都有−∞ < 𝑥 < +∞ .无穷开区

间 (−∞,+∞)也表示实数集.

符号 定义 名称

(𝑎, 𝑏) {𝑥|𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 开区间

[𝑎, 𝑏] {𝑥|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 闭区间

(𝑎, 𝑏] {𝑥|𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏} 半开区间

[𝑎, 𝑏) {𝑥|𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏} 半开区间

(𝑎,+∞) {𝑥|𝑥 > 𝑎} 开区间

[𝑎,+∞) {𝑥|𝑥 ≥ 𝑎} 闭区间

(−∞, 𝑎) {𝑥|𝑥 < 𝑎} 开区间

(−∞, 𝑎] {𝑥|𝑥 ≤ 𝑎} 闭区间

• 邻域
设 𝑎 ∈ ℝ , ∀𝛿 > 0
数集 {𝑥| |𝑥 − 𝑎| < 𝛿}记为 𝑈(𝑎, 𝛿) ,即 𝑈(𝑎, 𝛿) = {𝑥| |𝑥 − 𝑎| < 𝛿} = (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ,称为 𝑎的 𝛿邻

域.对于某个确定的邻域半径 𝛿 ,不需要标注 𝛿 ,直接表述为𝑈(𝑎) ,简称 𝑎的邻域.
数集 {𝑥|0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿}记为 ̊𝑈(𝑎, 𝛿) ,即 ̊𝑈(𝑎, 𝛿) = {𝑥|0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿} = (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿) ∖ {𝑎} ,

称为 𝑎的 𝛿去心邻域.对于某个确定的邻域半径 𝛿 ,不需要标注 𝛿 ,直接表述为 ̊𝑈(𝑎) ,简称 𝑎的去心邻域.

　 0.2.3　逻辑符号

• 连词符号
符号⟹表示从左往右可以推得.例如 𝑛是整数⟹𝑛是有理数.
𝐴⟹ 𝐵 :若𝐴成立则𝐵成立;称𝐴是𝐵的充分条件,𝐵是𝐴的必要条件.
符号⟺表示左右两边等价.例如𝐴 ⊂ 𝐵⟺ ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝐵 .
𝐴⟺ 𝐵 :若𝐴成立则𝐵成立,同时若𝐵成立则𝐴成立;称𝐴是𝐵的充分必要条件.
• 量词符号
符号 ∀表示任意;符号 ∃表示存在.数集𝐴的上下界和有界定义可以写成:

数集 A有上界⟺∃𝑀 ∈ ℝ,∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≤ 𝑀 ;
数集 A有下界⟺∃𝑚 ∈ ℝ,∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≥ 𝑚 ;
数集 A有界⟺∃𝑎 > 0,∀𝑥 ∈ 𝐴, |𝑥| ≤ 𝑎 ;
数集 A无上界⟺∀𝑀 ∈ ℝ, ∃𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 > 𝑀 ;

　 0.2.4　其他符号

符号max表示最大;符号min表示最小.例如:
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max{1, 2, 3} = 3
min{1, 2, 3} = 1

符号 [𝑎]表示不超过 𝑎的最大整数.例如:
[𝜋]=3

[−1.1] = −2
符号 𝑛!表示不超过 n的所有正整数乘积.例如:

5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1
值得注意的是, 0!的值被规定为 1.
符号 𝑛!!表示不超过 n且与 n有相同奇偶性的正整数乘积.例如:

5!! = 5 × 3 × 1
6!! = 6 × 4 × 2

符号𝐶𝑚𝑛 表示从 n个不同元素去中 m个元素的组合数.例如:
𝐶24 = 4×3

1×2
𝐶𝑚𝑛 = 𝑛×(𝑛−1)×…×(𝑛−𝑚+1)

1×2×…×𝑚 = 𝑛!
𝑚!×(𝑛−𝑚)!

假设有 𝑛个表面印刷编号不一致,其他性质都一致的小球放在一个不透明箱子里,每次从箱子中
依次不放回取出一个小球,那么第 1次取出小球的编号有 𝑛种可能,第 2次有 𝑛 − 1种可能……第𝑚次
有 𝑛 −𝑚+ 1可能,有序抽取的可能事件数即为 𝑛 × (𝑛 − 1) × …× (𝑛 −𝑚+ 1) .在抽取𝑚个小球后,
把 m个编号作为一个集合来看,会有多种有序抽取结果形成相同的集合.现在考虑𝑚次有序抽取会形
成多少种相同集合数,第 1次被抽中的小球有𝑚种可能,第 2次有𝑚− 1种可能……第𝑚次有 1种可
能,即会有𝑚× (𝑚− 1) × …× 1次的有序抽取会出现相同的无序结果.那么从装有 𝑛个小球的箱子
里无序取出𝑚个小球的可能事件数即为𝐶𝑚𝑛 = 𝑛×(𝑛−1)×…×(𝑛−𝑚+1)

1×2×…×𝑚 .
有公式:

𝐶𝑚𝑛 = 𝐶𝑛−𝑚𝑛 ; 𝐶𝑚𝑛+1 = 𝐶𝑚𝑛 +𝐶𝑚−1𝑛

　 0.2.5　几个有用的不等式

• ∀𝑛 ∈ ℕ+ ∧ 𝑛 ≥ 2, 12 ×
3
4 ×…×

2𝑛−1
2𝑛 < 1√

2𝑛+1 .
证明:
设 𝐴= 1

2 ×
3
4 ×…×

2𝑛−1
2𝑛 ,考虑到 𝑛2 + 2𝑛 < 𝑛2 + 2𝑛 + 1 = 𝑛(𝑛 + 2) < (𝑛 + 1)2 ⟺ 𝑛

𝑛+1 <
𝑛+1
𝑛+2 ,

将𝐴中的每个分数以此不等式放大:
𝐴 < 2

3 ×
4
5 ×…×

2𝑛
2𝑛+1

= 2
1 ×

4
3 ×…×

2𝑛
2𝑛−1 ×

1
2𝑛+1

= 1
𝐴(2𝑛+1)

即

𝐴2 < 1
2𝑛+1

即

𝐴 < 1√
2𝑛+1

• ∀𝑥 ∈ ℝ ∧ 𝑥 > −1,∀𝑛 ∈ ℕ+ ∧ 𝑛 > 1, (1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥（伯努利不等式）.
证明:
当 𝑥=0时,对于 ∀𝑛 > 1都有 (1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛𝑥 .
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当 𝑛 = 2时, (1 + 𝑥)2 = 1 + 2𝑥 + 𝑥2 > 1 + 2𝑥 ,显然成立.
设当 𝑛 = 𝑘时不等式成立,那么当 𝑛 = 𝑘 + 1时,

(1 + 𝑥)𝑘+1 = (1 + 𝑥)𝑘(1 + 𝑥)

> (1 + 𝑘𝑥)(1 + 𝑥)

= 1 + (𝑘 + 1)𝑥 + 𝑘𝑥2

> 1 + (𝑘 + 1)𝑥

综上所述,不等式成立.
• 若 𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2,…, 𝑛且 𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 = 1 ,则有

𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑛 ≥ 𝑛
当且仅当 𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑛 = 1时,取等号.
证明:
当 𝑛 = 1, 𝑥1 = 1 ,不等式成立;当 𝑛 = 2, 𝑥1 = 1

𝑥2
, 𝑥1 + 1

𝑥1
≥ 2 ,不等式成立.

设当 𝑛 = 𝑘时不等式成立,当 𝑛 = 𝑘 + 1时:
1° : 𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑘+1 = 1 , 𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑘+1 = 𝑘 + 1 ,不等式成立.
2° : 𝑥𝑖不全为 1 ,不失一般性地设 𝑥1 < 1, 𝑥2 > 1, 𝑦 = 𝑥1𝑥2 ,即有 𝑦 + 𝑥3 +…+ 𝑥𝑘+1 ≥ 𝑘 ,

𝑥1 + 𝑥2 +…+ 𝑥𝑘+1
= 𝑦 + 𝑥3 +…+ 𝑥𝑘+1 − 𝑦 + 𝑥1 + 𝑥2

≥ 𝑘 − 𝑦 + 𝑥1 + 𝑥2
= 𝑘 + 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1𝑥2 − 1 + 1

= 𝑘 + 1 + (𝑥2 − 1)(1 − 𝑥1)

≥ 𝑘 + 1
综上所述,不等式成立.当且仅当 𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑛 = 1时,取等号.
• 若 ∀𝑥𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2,…, 𝑛.设

𝑇𝑛 = 𝑛
1
𝑥1
+ 1
𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛

𝐽𝑛 = 𝑛
√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛

𝑆𝑛 =
𝑥1+𝑥2+…+𝑥𝑛

𝑛
有不等式

𝑇𝑛 ≤ 𝐽𝑛 ≤ 𝑆𝑛
同时有

𝑇𝑛 = 𝐽𝑛 = 𝑆𝑛 ⟺𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑛
证明:
已知 𝑥1

𝐽𝑛
⋅ 𝑥2𝐽𝑛 ⋅ … ⋅

𝑥𝑛
𝐽𝑛
= 1 ,有

𝑥1
𝐽𝑛
+ 𝑥2
𝐽𝑛
+…+ 𝑥𝑛

𝐽𝑛
≥ 𝑛

𝑥1 +
𝑥2
+…+ 𝑥𝑛 ≥ 𝑛𝐽𝑛

𝑥1+𝑥2+…+𝑥𝑛
𝑛 = 𝑆𝑛 ≥ 𝐽𝑛

当且仅当 𝑥1
𝐽𝑛
= 𝑥2
𝐽𝑛
= … = 𝑥𝑛

𝐽𝑛
⟺𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑛时取等号.

对上述结果的 𝑥𝑖取倒数有 1
𝑥1
+ 1
𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛
𝑛 ≥ 𝑛√ 1

𝑥1
1
𝑥2
… 1
𝑥𝑛

𝑛
√𝑥1𝑥2…𝑥𝑛 = 𝐽𝑛 ≥ 𝑛

1
𝑥1
+ 1
𝑥2
+…+ 1

𝑥𝑛
= 𝑇𝑛
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当且仅当 𝑥1
𝐽𝑛
= 𝑥2
𝐽𝑛
= … = 𝑥𝑛

𝐽𝑛
⟺𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑛时取等号.

𝑇𝑛 ≤ 𝐽𝑛 ≤ 𝑆𝑛
𝑇𝑛 = 𝐽𝑛 = 𝑆𝑛 ⟺𝑥1 = 𝑥2 = … = 𝑥𝑛

• 若 ∀𝑛 ∈ ℕ+ ∧ 𝑛 > 2, √
𝑛 < 𝑛

√
𝑛! < 𝑛+1

2
证明:
先证 𝑛𝑛 < (𝑛!)2

(𝑛!)2 = 𝑛! ⋅ 𝑛!

= (1 ⋅ 𝑛) ⋅ [2 ⋅ (𝑛 − 1)] ⋅ … ⋅ (𝑛 ⋅ 1)

对于 0 < 𝑘 < 𝑛 ,都有 (𝑘 + 1)(𝑛 − 𝑘) = 𝑘(𝑛 − 𝑘) + 𝑛 − 𝑘 > 𝑘 + 𝑛 − 𝑘 > 𝑛 ,则
(𝑛!)2 > 𝑛𝑛

再证
𝑛
√
𝑛! < 𝑛+1

2 ,依照前文所证的几何平均小于等于算术平均有
𝑛
√
1 ⋅ 2 ⋅ … ⋅ 𝑛 < 1+2+…+𝑛

𝑛

= 𝑛(𝑛+1)
2𝑛

= 𝑛+1
2

• 若 ∀𝑛 ∈ ℕ+ ,有不等式
(1 + 1

𝑛)
𝑛 < (1 + 1

𝑛+1)
𝑛+1

证明: 利用几何平均小于等于算术平均有
(1 + 1

𝑛)
𝑛
𝑛+1 < 1+𝑛(1+ 1𝑛)

𝑛+1 = 1 + 1
𝑛+1

即

(1 + 1
𝑛)
𝑛 < (1 + 1

𝑛+1)
𝑛+1
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第一章 函数

1.1　函数

　 1.1.1　函数概念

一物体在真空中从距离地面高度 ℎ处自由下落，其下落时间 𝑡与下落距离 𝑠相互联系,只需要求
加速度对时间积分与速度对时间积分即可,

∀𝑡 ∈ [0,√2ℎ
𝑔 ]

𝑣 = ∫𝑔 d𝑡 = 𝑔𝑡
𝑠 = ∫𝑣 d𝑡 = ∫𝑔𝑡 d𝑡 = 1

2𝑔𝑡
2

其中 𝑔为重力加速度,常数.
球的半径𝑅与其体积 𝑉 相互联系,沿同一个方向将球平均等分成一个个厚度几乎不计的圆,则圆

的半径 𝑟与其圆心到球心距离 𝑥的关系可以用毕达哥拉斯定理表示, 再求圆面积对距离积分即可,
∀𝑅 ∈ [0,+∞), 𝑥 ∈ [0,𝑅]

𝑟 =
√
𝑅2 − 𝑥2

𝑉 = 2∫𝑅
0
𝜋𝑟2 d𝑥

= 2𝜋 ∫(𝑅2 − 𝑥2) d𝑥

= 2𝜋𝑅3 − 2𝜋𝑅33

= 4
3𝜋𝑅

3

其中 𝜋为圆周率,常数.
• 定义
设𝐴为非空实数集.若存在对应关系 𝑓 ,对𝐴中任意数 𝑥(∀𝑥 ∈ 𝐴) ,按照对应关系 𝑓 ,对应唯一一个

𝑦 ∈ 𝑅 ,则称 𝑓是定义在𝐴上的函数,记为
𝑓 : 𝐴⟶ ℝ

数 𝑥对应的数 𝑦称为 𝑥的函数值,记为 𝑦 = 𝑓(𝑥) . 𝑥称为自变量, 𝑦称为因变量.数集𝐴称为函数 𝑓
的定义域,函数值的集合 𝑓(𝐴) = {𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝐴}称为函数 𝑓的值域.

∗这样的函数概念有缺陷且不严格,用纯集合论语言给出定义会比较精确.

　 1.1.2　函数的四则运算

• 定义
设两个函数 𝑓和 𝑔分别定义在数集𝐴和𝐵
1)  若𝐴 = 𝐵 ,且 ∀𝑥 ∈ 𝐴 ,有 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ,则称函数 𝑓和 𝑔相等,记为 𝑓 = 𝑔 .
2)  若𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ⌀ ,则函数 𝑓和 𝑔的和 𝑓 + 𝑔、差 𝑓 − 𝑔、积 𝑓𝑔分别定义为

(𝑓 ± 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵
(𝑓𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵

3)  若 (𝐴 ∩ 𝐵) ∖ {𝑥|𝑔(𝑥) = 0} ≠ ⌀ ,则函数 𝑓和 𝑔的商 𝑓
𝑔定义为

(𝑓𝑔)(𝑥) =
𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥) , 𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵) ∖ {𝑥|𝑔(𝑥) = 0}

• 多项式函数 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎0𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1 +…+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛, 𝑥 ∈ ℝ
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其中 𝑛 ∈ ℕ+, 𝑎0, 𝑎1,…, 𝑎𝑛都是常数,且 𝑎0 ≠ 0.
• 符号函数“ ∀𝑥 > 0, 𝑦 = 1; 𝑥 = 0, 𝑦 = 0; ∀𝑥 < 0, 𝑦 = −1.”

𝑦 = 𝑠𝑔𝑛𝑥 = {
1 if 𝑥>0
0 if 𝑥=0
−1 else

∀𝑥 ∈ 𝑅,总有
|𝑥| = 𝑥𝑠𝑔𝑛𝑥

• 狄利克雷函数“当 𝑥是有理数时, 𝑦 = 1 ;当 𝑥是无理数时, 𝑦 = 0 .”
𝑦 = 𝐷(𝑥) = {1 if 𝑥=

𝑚
𝑛

0 else
• 黎曼函数

𝑅(𝑥) = {
1
𝑛 if 𝑥=

𝑚
𝑛

1 if 𝑥=0
0 else

　 1.1.3　数列

• 定义
定义在正整数集 ℕ+上的函数 𝑓(𝑥)称为数列 ∀𝑛 ∈ ℕ+, 𝑓(𝑛) = 𝑎𝑛.数列的值域 {𝑎𝑛|𝑛 ∈ ℕ+}中

的数能按照正整数顺序排列:
𝑎1, 𝑎2,…, 𝑎𝑛,…

简单记为 {𝑎𝑛} .

1.2　四类具有特殊性质的函数

　 1.2.1　有界函数

值得注意的是“函数 𝑓(𝑥)定义在数集𝐴上”和“函数 𝑓(𝑥)在数集𝐴上有定义”的含义稍有不同,前
者指数集𝐴是函数 𝑓(𝑥)的定义域;后者指数集𝐴是函数 𝑓(𝑥)的定义域或者定义域的子集.

• 定义
设函数 𝑓(𝑥)在数集𝐴上有定义,且函数集有界(有上界、有下界),则称函数有界,反之称函数无界

(无上界、无下界).

定义 符号语言

函数 𝑓(𝑥)在𝐴上有上界 ∃𝑏 ∈ ℝ,∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥) ≤ 𝑏

函数 𝑓(𝑥)在𝐴上无上界 ∀𝑏 ∈ ℝ, ∃𝑥𝑏 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥𝑏) > 𝑏

函数 𝑓(𝑥)在𝐴上有下界 ∃𝑏 ∈ ℝ,∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥) ≥ 𝑎

函数 𝑓(𝑥)在𝐴上无下界 ∀𝑏 ∈ ℝ, ∃𝑥𝑎 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥𝑎) < 𝑎

函数 𝑓(𝑥)在𝐴上有界 ∃𝑀 > 0,∀𝑥 ∈ 𝐴, |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀

函数 𝑓(𝑥)在𝐴上无界 ∀𝑀 > 0, ∃𝑥𝑀 ∈ 𝐴, |𝑓(𝑥𝑀)| > 𝑀

　 1.2.2　单调函数

• 定义
设函数 𝑓(𝑥)在数集𝐴上有定义.
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若 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑥1 < 𝑥2 ,有 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2)(𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2)) ,则称 𝑓(𝑥)在 𝐴上严格单调增加 (减
少).
若 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑥1 < 𝑥2 ,有 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2)(𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥2)) ,则称 𝑓(𝑥)在𝐴上单调增加(减少).
函数 𝑓(𝑥)在𝐴严格单调增加、严格单调减少与单调增加、单调减少,统称 𝑓(𝑥)单调;严格单调增

加与严格单调减少统称为严格单调.若𝐴是区间,此区间称为单调区间.
∗常值函数 𝑓(𝑥) = 𝑐⟺即使单调增加函数又是单调减少函数.

　 1.2.3　奇函数与偶函数

• 定义
设函数 𝑓(𝑥)在数集𝐴上有定义.
若 ∀𝑥 ∈ 𝐴,有−𝑥 ∈ 𝐴 ,且 𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥)(𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥)) ,则称 𝑓(𝑥)为奇函数(偶函数).
奇函数的图像关于原点对称,偶函数的图像关于 𝑦轴对称.
常值函数是偶函数.函数 𝑓(𝑥) = 0既是奇函数又是偶函数.

　 1.2.4　周期函数

• 定义
设函数 𝑓(𝑥)定义在数集𝐴 ⊂ ℝ .
若 ∃𝑙 > 0, ∀𝑥 ∈ 𝐴,有 𝑥 + 𝑙 ∈ 𝐴 ,且 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑙) ,则称函数 𝑓(𝑥)是周期函数, 𝑙称为函数 𝑓(𝑥)

的一个周期.
显然,数集𝐴在ℝ中必无界.
用数学归纳法不难证明,若 𝑙是函数 𝑓(𝑥)的周期,那 𝑛𝑙也是函数 𝑓(𝑥)的周期.若函数 𝑓(𝑥)有最小

的正周期,称之为基本周期.
对于常值函数,任意非零的正数都是它的周期,但没有最小的正周期.

1.3　复合函数与反函数

　 1.3.1　复合函数

• 定义
设函数 𝑧 = 𝑓(𝑦)定义在数集 𝐵上,函数 𝑦 = 𝜑(𝑥)定义在数集 𝐴上,𝐺是 𝐴中使 𝐴𝜑(𝑥) ∈ 𝐵的非

空子集,即𝐺 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝐴,𝜑(𝑥) ∈ 𝐵} ≠ ⌀ .
∀𝑥 ∈ 𝐺 ,按照对应关系 𝜑 ,对应唯一一个 𝑦 ∈ 𝐵 ,再按照对应关系 𝑓对应唯一一个 𝑧 ,即 (𝑓 ∘

𝜑)(𝑥) = 𝑓[𝜑(𝑥)], 𝑥 ∈ 𝐺 .
∗ 𝑓 ∘ 𝜑作为一种复合运算 ,不满足交换律 ,例如 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, 𝜑(𝑥) = 𝑥2, (𝑓 ∘ 𝜑)(𝑥) = sin 𝑥2, (𝜑 ∘
𝑓)(𝑥) = (sin 𝑥)2 . 但满足结合律, 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ ℎ) = (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ ℎ .

　 1.3.2　反函数

• 定义
设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)在数集 𝐴有定义,值域是 𝑓(𝐴) ,若 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴,有 𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) ,或

者 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 ,则称函数 𝑓(𝑥)在 𝐴到 𝑓(𝐴)上一一对应,即 ∀𝑦 ∈ 𝑓(𝐴)只有唯一一个
𝑥 ∈ 𝐴 ,使 𝑓(𝑥) = 𝑦.

• 定义
设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)在𝐴到 𝑓(𝐴)上一一对应,则 ∀𝑦 ∈ 𝑓(𝐴),存在唯一一个 𝑓(𝑥) = 𝑦 ,这个由 𝑓(𝐴)到

𝐴的对应关系,称为
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